
Primena kompleksnih brojeva u rexavaǌu
geometrijskih zadataka

Zadatak 1. U unutraxǌosti zadatog pravilnog n-tougla A1A2 . . . An
odrediti geometrijsko mesto taqaka M za koje va�i

]MA1A2 + ]MA2A3 + · · ·+ ]MAn−1An + ]MAnA1 =
(n− 2)π

2
.

Rexeǌe. Odgovor: tra�eno geometrijsko mesto taqaka qine sve taqke
koje le�e na nekoj osi simetrije zadatog mnogougla, i pritom se nalaze
u ǌegovoj unutraxǌosti.

Neka je M taqka sa navedenom osobinom. Postavimo posmatrani
n-tougao u kompleksnu ravan, na takav naqin da temenu Ai odgovara
kompleksan broj εi, za ε = cos 2π

n + i sin 2π
n , a taqki M odgovara komplek-

san broj m. Oznaqimo P (x) = xn− 1; primetimo, kako su brojevi ε1, ε2,
. . . , εn taqno svi n-ti koreni broja 1, sledi

P (x) = xn − 1 = (x− ε1)(x− ε2) · · · (x− εn).

Neka su T , A i B tri razliqite taqke u kompleksnoj ravni, kojima
odgovaraju kompleksni brojevi t, a i b, i pritom va�i |a| = |b| = 1. Ako
oznaqimo ϕ = ]BAT , va�i t−a

(b−a)eiϕ ∈ R, tj.

t− a
(b− a)eiϕ

=
t− a

(b− a)eiϕ
=

t− a
(b− a)e−iϕ

,

te korix�eǌem a = 1
a i b = 1

b nalazimo

t− a = e2iϕ
b− a
1
b −

1
a

(
t− 1

a

)
= −e2iϕab

(
t− 1

a

)
.

Otuda, ako oznaqimo ϕj = ]Aj+1AjM za j = 1, 2, . . . , n (identifikujemo
An+1 ≡ A1), imamo, za sve j,

m− εj = −e2iϕjεjεj+1(m− εn−j).

Mno�eǌem svih ovih jednakosti dobijamo:

P (m) = (−1)ne2i
∑n

j=1
ϕjεn(n+2)P (m).

Odavde, kako imamo (prema uslovu zadatka)
∑n
j=1 ϕj =

(n−2)π
2 i εn = 1,

sledi

P (m) = (−1)nei(n−2)πP (m) = (−1)n(−1)n−2P (m) = P (m).

Dakle, ako taqka M zadovoǉava uslove zadatka, onda va�i mn = mn.
Za m = 0 uslov je svakako ispuǌen, a za m 6= 0 imamo m = |m|eiϕ za
neko ϕ ∈ [0, 2π), i onda 1 = (mm )n = e2inϕ = 1. Iz posledǌe jednakosti,
imaju�i na umu ϕ ∈ [0, 2π), dobijamo ϕ = kπ

n za neko k, k = 0, 1, . . . , n−1.
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Ovim smo dokazali da taqkaM le�i na jednoj od osa simetrije zadatog
n-tougla.

Doka�imo sada da svaka taqka sa ose simetrije zadatog n-tougla,
koja je pritom u ǌegovoj unutraxǌosti, zadovoǉava navedeni uslov.
Neka je najpre taqka M na osi simetrije koja prolazi kroz neko teme
n-tougla. Bez umaǌeǌa opxtosti, mo�emo uzeti da ta osa simetrije
prolazi kroz taqku A1. Tada imamo ]MAiAi+1 = ]MAn+2−iAn+1−i za
sve i, i = 1, 2, . . . , n, pa va�i

∑n
i=1 ]MAiAi+1 =

∑n
i=1 ]MAn+2−iAn+1−i, a

s druge strane, primetimo da je zbir svih uglova i na levoj i na desnoj
strani ove jednakosti ukupno jednak zbiru svih uglova u datom n-
touglu, tj. (n−2)π. Odavde direktno dobijamo

∑n
i=1 ]MAiAi+1 = (n−2)π

2 ,
xto je i trebalo dokazati. Sliqno, ako je M na osi simetrije koja je
simetrala neke stranice, bez umaǌeǌa opxtosti mo�emo uzeti da je
to stranica A1A2. Tada imamo ]MAiAi+1 = ]MAn+3−iAn+2−i, pa va�i∑n
i=1 ]MAiAi+1 =

∑n
i=1 ]MAn+3−iAn+2−i, a zbir leve i desne strane

opet iznosi (n − 2)π, pa ponovo sledi
∑n
i=1 ]MAiAi+1 = (n−2)π

2 . Time
je zadatak rexen.
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